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Motivacija

Pitagorov izrek

Pitagorov izrek

V pravokotnem trikotniku s hipotenuzo dolZine ¢ in katetama
dolZine a in b velja
c? = a*+ b

Stefko Miklavi Q. E. D. quod erat demonstrandum



Dokaz s kontrapozicijo

Dokaz s kontrapozicijo

Ce Zelimo dokazati, da iz trditve P sledi trditev Q, potem je to
isto, kot ¢e pokazemo, da iz trditve —Q sledi trditev —P.

Stefko Miklavi Q. E. D. quod erat demonstrandum



Dokaz s kontrapozicijo

Dokaz s kontrapozicijo

Naj bo x celo tevilo. Ce je x2 sodo %tevilo, potem je tudi x sodo
Stevilo.

Stefko Miklavi Q. E. D. quod erat demonstrandum



Dokaz s protislovjem

Dokaz s protislovjem

Recimo, da Zelimo dokazati trditev P. Pri dokazu s protislovjem
predpostavimo, da velja negacija trditve P, torej =P. Ce nam uspe
s pomogjo te predpostavke “pridelati” protislovje, potem seveda
negacija trditve P ne more drZati, torej drZi trditev P.

Stefko Miklavi Q. E. D. quod erat demonstrandum



Dokaz s protislovjem

Dokaz s protislovjem

/2 je iracionalno $tevilo, oziroma, /2 se ne da napisati v obliki
kjer sta m in n celi Stevili.

m
n'

Stefko Miklavie Q. E. D. quod erat demonstrandum



Dokaz s protislovjem

Dokaz s protislovjem

Izrek o prastevilih

Prastevil je neskonéno mnogo.

Stefko Miklavie Q. E. D. quod erat demonstrandum



Dokaz z matemati&no indukcijo

Dokaz z matemati¢no indukcijo

Recimo, da Zelimo dokazati, da je dana trditev resni¢na za vsako
naravno Stevilo n. Pri dokazu z matemati¢no indukcijo to storimo
v dveh korakih:

© PokaZemo, da je nasa trditev resni¢na za prvo naravno Stevilo
n=1.

@ PokaZzemo, da &e je nasa trditev resni¢na za naravno $tevilo n,
potem je resni¢na tudi za naslednje naravno Stevilo n + 1.

Stefko Miklavi Q. E. D. quod erat demonstrandum



Dokaz z matemati&no indukcijo

Dokaz z matemati¢no indukcijo

Izrek o vsoti lihih naravnih Stevil
Za vsako naravno Stevilo n velja formula

143+ - +(2n—1)=n’

Stefko Miklavie Q. E. D. quod erat demonstrandum



Dokaz z matemati&no indukcijo

Dokaz z matemati¢no indukcijo

Izrek o tlakovanju

Naj bo P pravokotnik. Ce lahko P tlakujemo z manjgimi
pravokotniki, ki imajo vsaj eno od stranic celostevilske dolZine,
potem ima tudi P vsaj eno stranico celostevilske dolZine.

Stefko Miklavie Q. E. D. quod erat demonstrandum



Dokaz s konstrukcijo

Dokaz s konstrukcijo

Obstajata iracionalni &tevili a in b, tako da je a® racionalno §tevi|o.J

Stefko Miklavi Q. E. D. quod erat demonstrandum



Ne-konstruktiven dokaz

Ne-konstruktiven dokaz

Obstajata iracionalni &tevili a in b, tako da je a® racionalno §tevi|o.J

Stefko Miklavi Q. E. D. quod erat demonstrandum



Pigeon-hole principle

Pigeon-hole principle (princip golobnjaka)

Ce moramo n + 1 stvari (golobov) razporediti v n predalov
(golobnjakov), potem bosta v vsaj enem od predalov (golobnjakov)
vsaj dve stvari (dva goloba).

Stefko Miklavi Q. E. D. quod erat demonstrandum



Pigeon-hole principle

Pigeon-hole principle (princip golobnjaka)

Naj bo n poljubno naravno $tevilo. 1z mnoZice
{1,2,...,2n —1,2n} izberimo n + 1 Stevil. Potem med izbranimi
Stevili obstajata Stevili a in b, tako da a deli b.

Stefko Miklavi Q. E. D. quod erat demonstrandum



Nekaj znanih in lepih dokazov

|zrek o Stevilu e

Izrek o Stevilu e

Stevilo

1
e:§ H:2,71828...
k=1

Jje iracionalno.

Dokaz: Fourier

Stefko Miklavi Q. E. D. quod erat demonstrandum



Nekaj znanih in lepih dokazov

Sylvester - Gallai-ev izrek

Sylvester - Gallai-ev izrek

Recimo, da imamo v ravnini n tock, ki ne leZijo vse na isti premici.
Potem obstaja premica, ki vsebuje natanko dve od teh n tock.

Dokaz: L. M. Kelly

Stefko Miklavie Q. E. D. quod erat demonstrandum



Nekaj znanih in lepih dokazov

Sylvester - Gallai-ev izrek

Oznatimo s P mnoZico izbranih to¢k v ravnini, ter z £ mnoZico
vseh premic, ki vsebujejo vsaj dve tocki iz mnoZice P.

Stefko Miklavi Q. E. D. quod erat demonstrandum



Nekaj znanih in lepih dokazov

Sylvester - Gallai-ev izrek

Oznatimo s P mnoZico izbranih to¢k v ravnini, ter z £ mnoZico
vseh premic, ki vsebujejo vsaj dve tocki iz mnoZice P.

Izmed vseh parov (P, ), kjer je P € P in £ € L izberimo tisti par
(Po, fo), za katerega velja, da £y ne vsebuje Py in je razdalja med
£o in Py najmanj$a mozna. Naj bo @ tista toZka na premici £, ki
je najblizja to¢ki Pp.

Stefko Miklavi Q. E. D. quod erat demonstrandum



Nekaj znanih in lepih dokazov

Sylvester - Gallai-ev izrek

Oznatimo s P mnoZico izbranih to¢k v ravnini, ter z £ mnoZico
vseh premic, ki vsebujejo vsaj dve tocki iz mnoZice P.

Izmed vseh parov (P, ), kjer je P € P in £ € L izberimo tisti par
(Po, fo), za katerega velja, da £y ne vsebuje Py in je razdalja med
£o in Py najmanj$a mozna. Naj bo @ tista toZka na premici £, ki
je najblizja to¢ki Pp.

Trdimo, da premica ¢y vsebuje samo dve to&ki iz mnoZice P.

Stefko Miklavi Q. E. D. quod erat demonstrandum



Nekaj znanih in lepih dokazov

Sylvester - Gallai-ev izrek

Recimo, da to ni res - torej premica ¢y vsebuje vsaj tri tocke iz
mnozice P. Vsaj dve od teh treh totk zato leZita na isti strani
to¢ke @ - oznalimo ti dve totki s Py in P,. Predpostavimo tudi
lahko, da P; lezi med Q in P, (lahko se seveda zgodi tudi, da je
P1 = Q).

Stefko Miklavi Q. E. D. quod erat demonstrandum



Nekaj znanih in lepih dokazov

Sylvester - Gallai-ev izrek

Naj bo sedaj /1 premica, ki poteka skotzi P, in Py. Oc&itno £1 ne
vsebuje Py, ter je razdalja med P; in /1 manj3a od razdalje med Py
in fo. To pa je seveda v protislovju z izbiro para (Py, o). Q.E.D

Stefko Miklavi Q. E. D. quod erat demonstrandum



Nekaj znanih in lepih dokazov

Izrek Erdos - de Bruijn

Izrek Erdos - de Bruijn

Naj bo P mnoZica n tock v ravnini, ki ne lezijo vse na isti premici.
Potem je Stevilo premic, ki potekajo skozi vsaj dve tocki mnoZzice
P, vsaj n.

Stefko Miklavi Q. E. D. quod erat demonstrandum



Nekaj znanih in lepih dokazov

Izrek Erdos - de Bruijn

lzrek bomo dokazali z indukcijo. Ce je n = 3, potem izrek o&itno
drzi. Predpostavimo, da izrek drZi v primeru, ko je |P| = n, ter
pokaZimo, da potem drZi tudi v primeru, ko je |P| = n+ 1.

Stefko Miklavi Q. E. D. quod erat demonstrandum



Nekaj znanih in lepih dokazov

Izrek Erdos - de Bruijn

Naj bo sedaj |P| = n+ 1. Po prejsnjem izreku vemo, da obstaja
premica £, ki vsebuje natanko dve to¢ki mnoZice P - oznadimo ti
dve totki s P in Q. Oglejmo si sedaj mnoZico totk P/ = P\ {Q}.
MnoZica P’ vsebuje n totk.

Stefko Miklavi Q. E. D. quod erat demonstrandum



Nekaj znanih in lepih dokazov

Izrek Erdos - de Bruijn

Ce totke mnoZice P’ ne leZijo vse na isti premici, potem imamo
vsaj n premic, ki vsebujejo vsaj dve to¢ki mnoZice P’. Skupaj s
premico ¢ imamo torej vsaj n + 1 premic, ki vsebujejo vsaj dve

to¢ki mnoZice P.

Stefko Miklavi Q. E. D. quod erat demonstrandum



Nekaj znanih in lepih dokazov

Izrek Erdos - de Bruijn

Ce totke mnoZice P’ ne leZijo vse na isti premici, potem imamo
vsaj n premic, ki vsebujejo vsaj dve to¢ki mnoZice P’. Skupaj s
premico ¢ imamo torej vsaj n + 1 premic, ki vsebujejo vsaj dve

to¢ki mnoZice P.

Ce pa totke mnozice P’ leZijo vse na isti premici, potem pa je

premic, ki vsebujejo vsaj dve to¢ki mnoZice P, natanko n+ 1.
Q.E.D

Stefko Miklavi Q. E. D. quod erat demonstrandum



Nekaj znanih in lepih dokazov

Paradoks rojstnih dnevov

Paradoks rojstnih dnevov

V mnozici 23 ljudi je verjetnost, da imata vsaj dva rojstni dan na
isti dan, vedja od %

Stefko Miklavie Q. E. D. quod erat demonstrandum



Nekaj znanih in lepih dokazov

Paradoks rojstnih dnevov

Verjetnost, da imajo vsi ljudje iz nase mnoZzice rojstne dneve ob
razli¢nih dnevih je
(365 — 1) (365 —2) (365 —22)

365 365 365 = 0,49270276567601.

Stefko Miklavi Q. E. D. quod erat demonstrandum



Nekaj znanih in lepih dokazov

Paradoks rojstnih dnevov

Verjetnost, da nimajo vsi ljudje iz naSe mnoZice rojstne dneve ob
razli¢nih dnevih (da imata torej vsaj dva rojstni dan na isti dan) je
zato enaka

1—-0,49270276567601 = 0,50729723432399.

Stefko Miklavi Q. E. D. quod erat demonstrandum



Nekaj znanih in lepih dokazov

In za konec ...

Stefko Miklavi Q. E. D. quod erat demons



Nekaj znanih in lepih dokazov

In za konec ...

Dokaz, daje1 =0

o (n+1)2=n’>4+2n+1

Stefko Miklavi Q. E. D. quod erat demonstrandum



Nekaj znanih in lepih dokazov

In za konec ...

Dokaz, daje1 =0
o (n+1)2=n’>4+2n+1
o (n+1)>—(2n+1) =n?

Stefko Miklavi Q. E. D. quod erat demonstrandum



Nekaj znanih in lepih dokazov

In za konec ...

o (n+1)2=n’>4+2n+1
o (n+1)>—(2n+1) =n?
o (n+1)2—(2n+1)—n(2n+1)=n? —n(2n+1)

Stefko Miklavi Q. E. D. quod erat demonstrandum



Nekaj znanih in lepih dokazov

In za konec ...

Dokaz, daje1 =0

(n+1)2=n*+2n+1

(n+1)
(n+1)2—(2n+1)—n(2n+1) =n> — n(2n + 1)
( )2 —(n+1)(2n+1)=n?>—n(2n+1)

Stefko Miklavie Q. E. D. quod erat demonstrandum



Nekaj znanih in lepih dokazov

In za konec ...

(n+1)2=n*+2n+1

(n+1)2—-2n+1)=n?
(n+1)2—(2n+1)—n(2n+1) =n> — n(2n + 1)
(n+1)2—(n+1)(2n+1) = n*> — n(2n+1)
(n+1)2—(n+1)(2n+ 1)+ (2n+1)?/4 =

n’> —n(2n+1) + (2n + 1)?/4

Stefko Miklavie Q. E. D. quod erat demonstrandum



Nekaj znanih in lepih dokazov

In za konec ...

(n+1)2=n*+2n+1

(n+1)2—-(2n+1) =
(n+1)2—(2n+1)—n(2n+1) =n> — n(2n + 1)
(n+1)2—(n+1)(2n+1) = n*> — n(2n+1)
(n+1) —(n+1)(2n+1)+(2n+1)?/4 =
—n(2n+) +(2n+1)?/4

° < —(2n+1 )/2)2: (n—(2n+1)/2)2

Stefko Miklavie Q. E. D. quod erat demonstrandum



Nekaj znanih in lepih dokazov

In za konec ...

Dokaz, daje1 =0

o (n+1)2=n’>4+2n+1

o (n+1)2—-(2n+1)=

o (n+1)2—(2n+1)—n(2n+1)=n? —n(2n+1)
o (n+1)2—(n+1)(2n+1)=n?—-n(2n+1)

° (n+1) —(n+1)(2n+1)+(2n+1)?/4 =

—n(2n+ 1)+ (2n+1)%/4

° < —(2n+1 )/2)2: (n—(2n+1)/2)2
° n—l—l) (2n+1)/2=n—-(2n+1)/2

Stefko Miklavie Q. E. D. quod erat demonstrandum



Nekaj znanih in lepih dokazov

In za konec ...

(n+1)2=n*+2n+1
(n+1)2—-2n+1)=n?
(n+1)2—(2n+1)—n(2n+1) =n> — n(2n + 1)
(n+1)2—(n+1)(2n+1) = n*> — n(2n+1)
(n+1)2—(n+1)(2n+ 1)+ (2n+1)?/4 =
n’> —n(2n+1) + (2n + 1)?/4

2 2
° <(n+1)—(2n+1)/2) - (n_(2n+1)/2)
(n+1)—(2n+1)/2=n—-(2n+1)/2
n+1=n, torej 1 =0. Q.E.D

Stefko Miklavi Q. E. D. quod erat demonstrandum
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